Wyznacznik Grama

M. Miskiewicz

Twierdzenie o zamianie zmiennych [Str12, Tw. 5.22] méwi, ze jesli f jest funkcja
catkowalng, a ®: V — U dyfeomorfizmem miedzy dwoma otwartymi podzbiorami
R™, to
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Analogiczny wzoér na zamiane zmiennych zachodzi dla podrozmaitosci [Str12; (6.4)].
Jesli M C R" jest m-wymiarowg podrozmaitoscia oraz ®: V' — M jest parametry-
zacja jej fragmentu M NU (V CR™, U C R™ sg zbiorami otwartymi), to

/Mme doy = /V(f o ®)y/det (DT DD) d,,.

Nietrudno si¢ przekonaé, ze wielkos¢ (/det (D®TD®) (pierwiastek z wyznacznika
Grama) pokrywa sie z | det D®| w przypadku m = n. Ta krétka notka poswiecona
jest wyjasnieniu, ze i w ogdélnym przypadku pierwiastek z wyznacznika Grama jest
modutem z (odpowiedniego) wyznacznika.

Osoby znajace pojecie potegi zewnetrznej moga by¢ zainteresowane uwaga na samym
koncu, gdyz pojecie to pozwala na duzo bardziej zwiezty opis.

Zadanie 1. (o wyznaczniku Grama)

(a) Zalézmy, ze U,V sa przestrzeniami liniowymi z iloczynem skalarnym, tego
samego wymiaru, a L: U — V jest przeksztalceniem liniowym. Zdefiniujmy
| det L| jako

)

|det L| := ’det ([L]X,)

gdzie [L]} jest macierza L w pewnych bazach ortonormalnych U,V przestrzeni
U, V. Sprawdzi¢, ze definicja nie zalezy od wyboru baz.

(b) Przekona¢ sie, ze nadal obowiazuja wzory | det(LqLs)| = | det L1|-| det Ly| oraz
|det LT| = | det L|.

(¢) Przyjmijmy teraz, ze V. C W, przeksztalcenie E: V — W jest wlozeniem (tzn.
E(v) = v) oraz M := EL. Dowieé¢, ze det(M T M) = | det L|?.
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(d) Zalézmy, ze rézniczka pewnego przeksztatcenia D f : R" — R™ marzad n (mak-
symalny). Oznaczmy przez D f: R" — im D f te sama r6zniczke rozumiana jako
przeksztalcenie w mniejsza podprzestrzen. Wykazac, ze

pierwiastek z wyznacznika Grama = y/det(DfTDf) = |det Df|.

Uwaga. Jesli rozwazaé przestrzenie liniowe z wybrang orientacja, to przez ogranicze-
nie do baz dodatnio zorientowanych mozna zdefiniowa¢ det L bez modutu, z zacho-
waniem pozostatych wtasnosci. Przyktadowo, dowolne przeksztatcenie L: U — U ma
dobrze zdefiniowany wyznacznik det L = det[L}%, i to niezaleznie od wyboru orien-
tacji U (zmiana orientacji na przeciwng wymusza zmiane obu baz ortonormalnych,
co nie ma wplywu na znak).

Zadanie 2. Funkcja
fi(=1,1) xR — R f(t,a):(\/th?cosa,\/thzsina,t)
parametryzuje sfere S* z wyjatkiem biegunéw (0,0, +1).
(a) Wyznaczyé¢ wyznacznik Grama det(DfTDf).

(b) Wyznaczy¢ wyznacznik | det D f| poprzez wyrazenie wektoréw D f(1,0), D f(0,1)
w wybranej bazie przestrzeni stycznej do S?.

Wywnioskowaé, ze pole czaszy sfery zakre§lonej cyrklem o rozwartosci r (0 < r < 2)

wynosi 772,

Uwaga. Arystoteles do wyznaczenia pola sfery stosowal podejscie z punktu b). Mozna
o tym przeczyta¢ w artykule Marka Kordosa Pilka w puszce (Delta 4/2011).


https://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/geometria/stereometria/2014/03/31/Pilka_w_puszce/

Prosta charakteryzacja dla zainteresowanych algebrqg wieloliniowq. Dla przestrzeni
liniowej U i k = 1,2,... definiuje sie potege zewnetrzng AFU (jesli dimU = n,
to dim A*U = (Z)), a dla przeksztatcenia liniowego L: U — V definiuje sie prze-

ksztatcenie indukowane A*L: A*U — AFV. W szczegélnym przypadku L: U — U
i k = dim U przeksztatcenie A*L: A*U — A*U prowadzi miedzy dwiema przestrze-
niami wymiaru 1, wiec sprowadza si¢ do domnazania przez pewien skalar, ktory
oznaczamy przez det L.

Jesli U jest wysazone w iloczyn skalarny, to mozemy w te strukture wyposazy¢ réw-
niez A*U, a modul wyznacznika mozna scharakteryzowaé¢ réwnowaznie poprzez nor-

me AFL (dla k = dim U), czyli

AFL
det L] = [|A* L]y = sup WA DN Elar
OFe€AFU el are

Zaleta tego punktu widzenia jest, ze U i V' nie musza by¢ tg sama przestrzenia, a na-
wet, ze nie muszg mie¢ tego samego wymiaru. Mozna sie przekonaé, ze w przypadku
L:U — V oraz k = dim U mamy

det(LTL) = |det L| = ||A*L|op.

W tym przypadku dziedzina A*L jest jednowymiarowa, wiec zamiast supremum moz-
na rozwazaé ||(A¥L)(e)||ary (gdzie e jest wektorem jednostkowym w AFU).
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